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Abstract 
We tell the story of Schubert Polynomials. 
Resume 
Nous racontons l'histoire des polyn6mes de Schubert. 
Du temps de Newton, la meilleure mani6re de contr61er une fonction d'une variable, 
que ce soit le taux de change Livre/6cu ou la course d'une plan6te, 6tait la technique 
remontant  aux babyloniens de noter suffisamment de ses valeurs ~ intervalles de 
temps r6guliers. Par diff6rences uccessives, on simplifie usuellement la fonction 
consid6r6e. Dans le cas particulier d'un polyn6me par exemple, on aboutit ~i la 
fonction nulle. 
Le respect de la semaine anglaise introduisant des perturbations dans la 
r6gularit6 journali6re des observations, Newton proposa dans les Principia [42] le 
remade de normaliser les diff6rences par l'intervalle de temps auxquelles elles corre- 
spondent: 
f(a) f(b) f(c) f(d) 
f (a) - f  (b) f (b) - f  (c) f (c)=f (d) 
(a-b) (b-c) (c-d) 
f(a)-f(b) f(b)-f(c) f(b)-f(c) f(c)-f(d) 
a -b  b -c  b -c  c -d  
a -c  b -d  
1 Le nous parsemant ce texte n'a pour fonction que de t~moigner que tous mes travaux concernant les 
polyn6mes de Schubert sont le fruit d'une collaboration avec M.P. Schfitzenberger. 
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En termes plus alg6briques, ~tant donn~e une fonction de plusieurs variables 
g(a,b .... ), la difference divis~e de g par rapport fi la paire de variables b,c 
est la fonction 
~?bc(g):=(g(a,b,c,d .... ) -g (a ,c ,b ,d  .... ))~(b-c), 
les fonctions d'une variable a 6tant, comme l'avait d6jfi remarqu6 Newton, des 
fonctions de plusieurs variables de degr6 nul en b, c... 
La th6orie des differences divis6es 6tait, jusqu'~i tr6s r6cemment, r6fugi6e dans les 
livres d'analyse num6rique. 
Si l'on me permet une incidente, c'est d'ailleurs dans [41] queje l'y rencontrai pour 
la premiere fois et vis qu' elle ~tait un outil commode pour l'6tude des fonctions de 
Schur drapeaux. En effet, les images des fonctions compl6tes en {a, b, c} par rapport 
fi la diff6rence divis6e #ca sont tr6s exactement les fonctions compl6tes en {a, b, c, d}. 
Cela permet la manipulation des d6terminants en les fonctions compl6tes par induc- 
tion sur la taille des alphabets. 
Revenons au cours historique principal. Aucun 6v6nement notable en Europe 
jusqu'en 1800, off Rothe [45] d6finit le diagramme d'une permutation, qui exhibe la 
matrice reprbsentant une permutation en m6me temps que ses inversions. Chaque 
inversion: i<j, ui> uj (i.e. paires de 1 en position relative 
1 
0 1' 
cr6e une grappe en colonne je t  ligne i: 
1 1 
0 1 o 
Par exemple, la permutation #= 764198532 est repr6sent6e par la matrice 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 
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et son diagramme de Rothe est (en gardant les 1 pour plus de clart6): 
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- -  1 . . . . . . .  
oo  - -  1 . . . .  
- -  o 
_ ~ ~ _ ~o _ _ 1 - 
_ ~ ~ _ ~o - - °~ 1 
. . . . . . . .  
@ ~ o~ 1 ( I , o  - -  - -  _ _  
o o o - -  - -  
~ ~ ~ ~o 1 o ~ ~ ~ ~ - -  _ _ 
On peut aussi lire sur ce diagramme une d6composition de la permutation en un 
produit de transpositions simples, en num6rotant dans chaque ligne les grappes par 
des entiers cons6cutifs, et en commen~ant par le num6ro de la ligne: 
8 
7 8 
6 7 - 8 
5 6 - 7 8 
3 4 5 
2 3 4 5 6 
1 2 3 4 5 6 
Lisant fi la mode occidentale de gauche fi droite, puis de haut en bas, on obtient le 
mot 878678567834523456 123456 qui est une d6composition r6duite (en fait la 
d6composition maximale pour l'ordre lexicographique) de/~- a lorsque l'on interpr6te 
chaque entier i comme la transposition simple ~rl. 
Nouvelle interruption de l'histoire jusqu'en 1973 ot~ Bernstein, Gelfand & Gelfand 
[3] et Demazure E8] publient simultan6ment deux articles importants; ils montrent 
entre autres que les diff6rences divis6es atisfont aux relations de Coxeter. En d'autres 
termes, pour chaque permutation #, il existe une diff6rence divis6e 0 r, le cas de 
Newton correspondant aux transpositions simples. [3, 8] utilisent ces operateurs pour 
d6finir une base lin6aire de l'anneau de cohomologie de la vari6t6 de drapeaux, 
c'est-fi-dire du quotient ~(A)  de l'anneau des polyn6mes Z[aa . . . . .  a,] par l'id6al 
engendr6 par les fonctions sym6triques ans terme constant. En degr6 maximum 
(~), oUg(A) est de dimension 1. [3, 8] prouvent que les images par diff6rences divis6es de 
tout 616ment non nul de degr6 maximal forment une base lin6aire de ~(A) .  La classe 
canonique de d6part choisie par [-3, 8] est le Vandermonde A(A) :=I ] i<j (a i -a j )  (of 
plus bas pour un exemple). 
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M.P. Schfitzenberger t moi mfime 6tions fi la recherche d'un outil permettant 
l'&ude des deux ordres sur le groupe sym6trique, en particulier pour calculer les 
polyn6mes de Kahzdan & Lusztig (cf. [28]). [-3, 8] nous apport6rent la r6v61ation que 
les ar&es de l'hexagone doivent ~tre interpr6t6es comme les diff6rences divis6es 
0ab et 0be. Mais plut6t que de faire agir cet hexagone sur le Vandermonde 
(a -b ) (a -c ) (b -c ) ,  nous avons pris le polyn6me le plus simple sans sym6tries, qui se 
trouve ~tre le mon6me aZb% °. Plusg6n6ralement, les Po lyn6mes  de Schubert  sont 
d6finis comme les images par les diff6rences divis6es du mon6me a]-1 a~-2.., a o. 
Ils sont indic6s par les permutations, puisque les differences divis6es le sont, et 
contiennent comme sous-famille les fonctions de Schur. Par exemple, ta fonction de 
Schur 
a3b + a2b 2 + ab 3 
est ~gale au polyn6me de Schubert X25~34 qu'un lecteur averti distinguera du 
polyn6me correspondent 
12 cde 2 + 12 cdZe + 12 c2de-  6 bde 2 - 6 bd2e-  6 bce 2 - 36 bcde-  6 bcd 2 - 6 bc2e 
-- 6 bc2d + 6 b2e 2 + 12 bZde + 6 b2d 2 + 12 b2ce + 12 bZcd + 6 bEc z - 6 bae 
- 6 b3d-  6 bac -  6 ade z - 6 ad2e-  6 ace 2 - 36 acde-  6 acd 2 - 6 acZe 
- 6 ac2d + 36 abde + 36 abce + 36 abcd - 18 abZe - 18 abZd-  18 abZc 
+ 18 ab 3 + 6 a2e 2 + 12 aZde + 6 aZd z + 12 aZce + 12 aZcd + 6 aZc z 
- 18 aZbe - 18 aZbd-  18 aZbc - 6 a3e - 6 aad-  6 a3c + 18 a3b 
de [3,8], les deux polyn6mes &ant, fi un facteur pr6s, congrus modulo l'id6al. 
Le calcul alg6brique sur les polyn6mes de Schubert est pris en compte par la 
manipulation d'objets combinatoires (permutations, codes, diagrammes de Rothe 
& Riguet, tableaux, Weintrauben, etc.) ou par l'utilisation d'un produit scalaire et 
d'op6rateurs auto-adjoints. 
Cette combinatoire st tr6s semblable 5., et m6me englobe, la combinatoire des 
fonctions de Schur; les partitions doivent ainsi 6tre consid6r6es comme des permuta- 
tions sp6ciales. 
Pour illustrer ce propos, je me permets ans pudeur de d&ailler la premi6re note sur 
le sujet [29]. On y trouve. 
• une formule de Pieri (i.e. un produit sans multiplicit6 de polyn6mes de Schubert) 
• un produit scalaire pour lequel es polyn6mes de Schubert sont auto-adjoints, la
base adjointe des mon6mes 6rant les produits de fonctions 616mentaires sur des 
drapeaux d'alphabets 
• une caract6risation des permutations sp6ciales (dites vexil laires) pour lesquelles 
les polyn6mes de Schubert sont des fonctions de Schur drapeaux 
• un pr6ordre sur les permutations qui permet de dbcomposer un polyn6me de 
Schubert X,  et en donne la partie sym6trique stable Fu (qui peut 6tre consid6r6e 
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comme la limite de X,  pour l'injection it6r6e S(n) ~S(1) x S(n). Ce prSordre fournit des 
arbres dont les sommets ont des permutations; les cycles (classes ultimes) correspon- 
dent tr6s exactement aux permutations vexillaires 
• la remarque que l'on peut d6former les diff6rences divis&es de maniere fi obtenir 
une r~alisation concr6te, mats avec plus de param~tres, de l'alg6bre de Hecke comme 
algebre d'op~rateurs sur l'anneau des polyn6mes, cf. [6]. Les cas d6g6n6r~s dont les 
generateurs satisfont fi D2=0 ou D2=D sont les plus importants pour g6ometrie t 
correspondent 5  `l'anneau de cohomologie ou de Grothendieck de la vari6t6 de 
drapeaux. 
Le Comit@ de Lecture de l'Acad6mie des Sciences nous pria de sacrifier l'adjectif 
vexillaire, ainsi qu'un exemple de drapeaux associ6s, sur l'autel de la clarte et de la 
qualitb internationale des Comptes Rendus. On trouvera les drapeaux manquants 
dans [47], le mot vexillaire ayant quant 5  `lui 6t6 r&introduit, apr6s la treve estivale, 
dans la note suivante. 
La formule la plus fondamentale que satisfasse l s fonctions de Schur est laji~rmule 
de Cauchy (dont une forme est la d~composition de la Ri, sultante l~ (ai-flj) de deux 
alphabets). Les polyn6mes de Schubert verifient eux aussi une formule de Cauchy 
[253. Plus g~nbralement, on d6finit les polyn6mes de Schubert doubles en prenant 
comme point de d6part la polarisation du Vandermonde X,o:=I]i+i<~,(a~-flj), les 
differences divisees n'agissant que sur l'alphabet A des lettres romaines. Alors tout 
polynSme de Schubert double se d6compose n une somme de produits de polyn6mes 
de Schubert simples relatifs 5  `chacun des alphabets A et B de mSme cardinal n. 
De nombreuses formules peuvent en fait 8tre d~duites de la simple observation que 
X~, s'annule pour route sp~cialisation de A en une permutation de B, saul pour la 
sp6cialisation al ~fl , ,  a2---*fir 1 . . . . .  an---~[J 1, auquel cas on obtient A(A) (~f [39] ). 
L'anneau des polyn6mes ymdtriques est canoniquement muni d'une structure 
d'algdbre de Hopf [48] qui permet de couper l'alphabet en intervalles. La propridte 
correspondante d s polyn6mes de Schubert est donnee dans [30], off l'on trouve aussi 
la ddfinition des polyn6mes de Grothendieck qui correspondent aux diffdrences divisdes 
isobares: 
lr,b(./):= (at'-- lz['"°b)/(a-- b) 
au lieu des diff6rences divis6es. 
L'alg6bre des diff6rences divis6es apparait naturellement en g6om6trie des vari6t6s 
de drapeaux [1-3,7,20]. Dans les cas symplectiques et orthogonaux, l'alg6bre des 
diff6rences divis6es a permis 5, Pragacz et Ratajski de donner une preuve courte et 
transparente des formules de Pieri pour les grassmanniennes isotropes [43]. 
On retrouve par ailleurs les polyn6mes de Schubert doubles comme coefficients de 
la matrice de changement de base: diff6rences divis6es---,permutations u on inverse 
[34,39]. 
A la marne 6poque, le professeur Stanley se penchait sur les chemins dans le 
permutoedre (d@cornpositions r@duites). On lui doit l'observation fondamentale que le 
nombre de d6compositions rdduites d'une permutation est une somme de dimensions 
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de repr6sentations dugroupe sym6trique. Plus pr6cis6ment, il conjectura l'existence de 
certaines fonctions sym6triques F;, indic6es par les permutations. D6composant ces 
fonctions ym6triques dans la base des fonctions de Schur, on obtient les dimensions 
cherchbes. Cette conjecture me fut communiqu6e par Bj6rner en septembre 82; les 
quelques exemples joints 6taient suffisants pour montrer (la preuve est directe) que la 
fonction F~ n'est autre que la partie sym6trique stable du polyn6me de Schubert Xu 
mentionn6e plus haut. Restait fi relier cette propri6t6 (d6montr6e par Stanley [46]) fi la 
combinatoire des tableaux associbs aux polyn6mes de Schubert. 
En particulier, en rempla~ant les relations de Coxeter par les relations 
i(i+ 1)i ~ (i+ 1)i(i+ 1) 
i< j<k  ~ jik ~ jki & ikj ~- kij 
on obtient un monoide que nous avons appel6 monoide nilplaxique en [30]; ce 
monoide est trbs semblable au monoide plaxique d6fini par les relations 616mentaires 
de Knuth, quoique il rel6ve l'alg6bre du groupe sym6trique alors que le monoide 
plaxique permet d'6tudier l'anneau des fonctions sym6triques. Dans les deux cas 
chaque classe d'6quivalence contient un tableau et un seul qui est donn6 par 
l'algorithme de Schensted ou le jeu de taquin, fi une variante pr6s. Cette adaptation de 
l'algorithme de Schensted a aussi 6t6 obtenue par Edelman et Greene [10]. Ces 
auteurs n6anmoins pr6f6rent mettre l'accent sur d'autres objets qu'ils avaient d6cou- 
verts, fi savoir les tableaux balancbs qui d6crivent l'ordre dans lequel une d6composi- 
tion r6duite d'une permutation cr6e ses inversions. Ainsi, la d6composition 
0"20"10"30"20"10" 3 correspond au chemin 
1234 ~1324 ~3124 ~3124 ~3412 ~4312 ~4321 
et au tableau balance 
6 
21 
435. 
Edelman et Greene ont depuis 6tendu leur th6orie des tableaux balanc6s fi des 
diagrammes plus g6n+raux que les diagrammes de Ferrers. 
La combinatoire des d6compositions r6duites a 6tO g6n6ralisee aux groupes de 
Weyl par Kraskiewicz [22], le cas des groupes hyperoctah6draux se trouvant 
dans [16,21]. 
Les diff6rences divis6es diminuent le degr& ce qui complique fortement leur rel6ve- 
ment fi l'alg6bre libre, si l'on veut garder la compatibilit6 avec les tableaux et la 
construction de Schensted. La solution est beaucoup lus simple dans le cas des 
differences isobares: en effet l'op6rateur n,b d6fini plus haut envoie a4b sur 
a4b + a3b2 + a2ba + ab 4, c'est-fi-dire interpole ntre le mon6me akb i, k >~i et son image 
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par la transposition %b, qui est aib k. Comme on a une action du groupe sym6trique 
sur ralg6bre libre, on peut ais6ment 6tendre les diff6rences divis6es nab, par interpola- 
tion,/l ralg6bre libre. Ces nouveaux op6rateurs ne v6rifient outefois pas les relations 
de Coxeter [38]. 
Conservant les relations de compatibilit6 entre polyn6mes de Schubert et 
op6rateurs nab, on obtient ainsi des sommes de tableaux qui rel6vent les poly- 
n6mes de Schubert, en prenant comme points de d6part tous les  tableaux de 
Yamanouchi 
°.°  
C . . 'C  
b ...... b 
a . . . . . . . . .  a~ 
dont les images commutatives ont les mon6mes dominants akbJc i..., k~.j>~ 
i>~ .... 
Mais pour d6crire pr6cis6ment les tableaux darts le d6veloppement d'un polyn6me 
de Schubert X u non commutatif (en particulier, montrer que c'est une somme posit- 
ive), on a besoin de faire intervenir les d6compositions r6duites de/~. Ainsi/~= 25143 
a deux d6compositions r6duites qui sont des tableaux: 
 ]314] 2 4 1 3 4--] 
Le lien entre les deux types de tableaux peut 6tre donn6 par une construction 
qui s'applique aussi bien au monoide plaxique que nilplaxique: elle consiste fi faire 
agir un groupe sym6trique soit sur les lignes, soit sur les colonnes des talbeaux. 
L"action des transpositions simples se d6finit comme la transformation d'un tableau 
deux lignes (resp. deux colonnes) en un contretableau. Ainsi ron a, grfice au jeu 
de taquin, 
5 6 
6 3 
2 1 2 
3 1 3 
1 2 2 
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R6p6tant ces op&ations, on obtient une action du groupe sym&rique: 
5 
3 6 
1 2 
7 
4 
\ 
5 6 5 
1 3 1 3 
), 
2 4 
6 
4 
2 
\ 
1 5 6 
3 4 
2 
5 
1 5 
3 
3 6 
1 2 6 
2 4 
4 
Si l'on revient au taquin fi deux colonnes, on remarque que, de constructio, les deux 
colonnes de droite sont embo~t6es, et qu'il en est de m6me des colonnes de gauche par 
sym&rie. Ainsi la colonne 6 est contenue dans la colonne 
6 
4 
2, 
et ~ est contenue dans la colonne 
5 
3 
1. 
Les colonnes de droite figurant dans l'hexagone ci-dessus ont donc embo~t6es; en 
d'autres termes, ce sont les colonnes d'une clef de m~me forme que le tableau qui est 
dite clef droite du tableau de d~part. 
L'embo]tement des colonnes gauches permet de mEme de d6finir la clef gauche du 
tableau. Pour l'exemple n cours, le tableau est 
5 
36 
124, 
la clef gauche est 
5 
35 
111 
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et la clef droite 
6 
46 
244. 
On peut noter, et c'est aussi une cons6quence triviale tout autant que remarquable 
du taquin, que la clef gauche d'un tableau est inf6rieure/~ sa clef droite [35, 38]. 
Les clefs correspondent bijectivement aux permutations, ce qui permet de lier la 
combinatoire des tableaux aux propri6t6s de l'ordre d'Ehresmann (dit aussi Bruhat) 
sur le groupe sym6trique. En particulier, on a besoin, en g6om6trie, des chaines de 
permutations pour d6crire la postulation des vari6t6s de Schubert [8, 9, 24]. 
Quoique nous ayons obtenu les polyn6mes de Schubert non commutatifs comme 
suite directe de [30], ceux-ci n'ont 6t6 soumis fi publication que bien post6rieurement 
[37], car il subsiste un probl6me toujours non tranch6: dans quelle cat6gorie peut-on 
simultan6ment u iliser les op6rateurs ~, et n,? 
Ceci est grave, car pour un g6om6tre, l'anneau de cohomologie t l'anneau de 
Grothendieck de la vari6t6 de drapeaux sont deux interpr6tations diff6rentes de 
l'anneau des polyn6mes. 
Le pr6ordre sur les permutations mentionn6 plus haut fournit facilement la partie 
sym6trique stable d'un polyn6me de Schubert. En particulier, si l'on part d'une 
permutation qui est un produit direct de deux permutations grassmanniennes, le 
polyn6me de Schubert correspondant est le produit de deux fonctions de Schur et le 
pr6ordre donne un algorithme de d6composition de ce produit diff6rent de la fameuse 
R~gle de Litt lewood-Richardson [33]. Plut6t qu'un produit direct de permutations 
grassmanniennes, Kohnert [-19] prend le cas de polyn6mes de Schubert images par 
diff6rences divis6es de fonctions de Schur, ce qui lui permet de donner la version duale 
de la r6gle de Littlewood-Richardson exprimant le d6veloppement d'une fonction de 
Schur gauche (c'est l'algorithme tr6s performant utilis6 dans le syst6me SYMMET- 
RICA dont Kohnert est le maitre d'oeuvre). 
Remarquant que le produit scalaire avec un polyn6me de Schubert peut s'6crire 
comme l'action d'une diff6rence divis6e, puisque celles-ci sont auto-adjointes, on 
traduit le fait que les polyn6mes de Schubert sont une base auto-adjointe n une 
formule d'interpolation pour les polyn6mes de plusieurs variables: 
P (B)=~ +_Ou(P(A)) .Xu(A , B).  
,u 
Dans le cas des fonctions d'une variable, cette formule coincide tr6s exactement avec 
l'interpolation de Newton. Toutefois, dans ce dernier cas, seules apparaissent les 
diff6rences divisdes correspondant aux cycles # = 2 ... n 1 n + 1 ... ; les polyn6mes ob- 
tenus par Newton: (a l - - f l ) (az - - f l )  ... (a , - f l )  sont bien des polyn6mes de Schubert. 
Ce nora illustre et leur concision par rapport aux polyn6mes de Demazure et 
Bernstein-Gelfand-Gelfand devrait, fi notre sens, donner motif ~i la reconnaissance d
leur pedigree (si ce franglais est permis au Quebec) par les savants anglo-saxons. 
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C'est l'interpr6tation des fonctions de Schur en termes de repr6sentations quijustifie 
le fait que ces fonctions portent le nom de Schur et non leurs 'd6couvreurs' Cauchy et 
Jacobi. Pour les polyn6mes de Schubert, le lien avec la th~orie des repr6sentations e t 
6tabli par Kraskiewicz et Pragacz [23] et sera certainement l'objet de d6veloppements 
importants. 
Une autre approche [36] consiste ~i partir de l'expression des polyn6mes de 
Schubert dans la base des produits de fonctions +l+mentaires (pour des drapeaux 
d'alphabets); on obtient des modules tout autant que des sommes de tableaux, en 
remplaqant les fonctions 616mentaires par des puissances ext6rieures de modules 
libres, ou par des sommes de tableaux-colonnes. Par exemple, le polyn6me de 
Schubert X31452 est 6gal fi(abc + abd+ acd+bcd)'(a)-(abcd); on obtient le module 
correspondant comme conoyau du morphisme 
A~(V4)® V~ ~- A4(V~)~O 
et les tableaux fi l'aide de l'identit6 dans l'alg~bre plaxique: 
344(  44 
2 +2 +3 = ++2+3+ .1 -3  
11 11 11 1 1 2 
1 
En fait, l'objet principal de l'article [36] est de donner une formule de dualit6 
entre monoides plaxique et nilplaxique et de montrer la possibilit6 d'un 'calcul 
de Schubert' en les variables non commutatives que sont les diff6rences divis6es 
~l+mentaires. 
Cent quatre vingt huit ans apr+s Rothe, la combinatoire du groupe sym&rique 
s'enrichit d'un nouvel apport lotharingien avec les 'Weintrauben' d A. Kohnert [18]. 
Au lieu d'inscrire des informations dans les bootes ou grappes du diagramme de Rothe 
& Riguet, on d6forme celui-ci avec la r~gle on ne peut plus 616mentaire suivante: toute 
grappe la plus fi droite de son niveau doit un jour ou l'autre choir d'un 6tage, poussant 
+ventuellement les grappes dans la m~me colonne qui g~nent son mouvement. De 
chaque Weintraub ainsi obtenu, on peut lire plusieurs informations, en particulier un 
mot: lire par colonnes, de droite fi gauche, la suite des niveaux off se trouve une 
grappe. Ce mot est transform6 ensuite n tableau fi l'aide de l'algorithme de Schensted 
ou par le jeu de taquin. Ainsi la permutation/~= 362154 a pour diagramme de Rothe 
& Riguet 
oo  
o 
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qui produit dix autres Weintrauben dont les premiers ont: 
@ 
o 
oLo oM 03o oM oM oM o o~o on  
@ @ 
o °g o ~ o 
et la lecture de ces quatre Weintrauben donne les mots et tableaux suivants: 
oo 
5 
3 
25221321-  2 2 ; 24221321-  2 2 ; 
1 1 2 K 1 1 212 
o 
I }  
15221321 -- 2 2 ; 14221321 ~ 2 2 
1 1 112 11  1]2  
Kohnert prouve dans sa these que dans le cas d'une permetutation vexillaire, on 
obtient bien le polyn6me de Schubert non commutatif obtenu en [37]. Les ingr6dients 
pour conclure le cas g6n6ral sont maintenant r6unis, mais il est plus int6ressant 
d'expliciter les liens 6troits entre les Weintrauben et les nouvelles constructions sur les 
polyn6mes de Schubert obtenues recemment, plut6t que de donner une preuve 
ind6pendante. 
Un point de vue enti6rement diff6rent est dfi fi Fulton qui retourne aux sources du 
'calcul de Schubert'. Etant donn6e une matrice, disons dont les bl6ments ont des 
polyn6mes, Schubert, puis de mani6re beaucoup lus approfondie. Giambelli [15], 
ont examin6 la vari6t6 d6finie par l'annulation des mineurs d'un certain ordre de cette 
matrice. Si l'on consid6re la matrice comme representant un morphisme ~b de fibr6s 
vectoriels, c'est la stratification des points de la vari6t6 de base en fonction du corang 
de ~b que l'on cherche a d6crire. Si l'on filtre le morphisme par un drapeau source et un 
drapeau but, on a plus g6n6ralement ~id6crire le rang de familles de mineurs de la 
matrice de d6part. Le probl6me est tout d'abord de d6crire ce que l'on entend par 
'conditions de rang'. La r6ponse est apport6e par Fulton [-14]: 6valuer le rang des 
sous-matrices prises sur des lignes et des colonnes cons6cutives fi partir de l'origine. 
Dans le cas, en fait gen6rique, d'une matrice de permutation, les coins des com- 
posantes connexes du diagramme de la permutation (que Fulton appelle points 
essentiels) contiennent l'information voulue. En d'autres termes, pour la permutation 
tt=764198532 qui nous sert d'exemple g6n~rique, il suffit de conna~tre la valeur du 
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rang en les 
- -  1 . . . .  
- ~ 1 - - 
ogo ogo 
_ og OoO _ 2 - - - 
- # - # - -  4 
# # 0 . . . . .  
# O OoOO # 0 
@ @ @ t o o °o° o 0 -- - 
grappes qui ont 6t6 remplac6es par la valeur de ce rang: 
m 
p 
m 
D 
Une fois 6claircie la notion de rang, la g6om&rie peut d6velopper ses puissantes 
m6thodes et aboutir fi l'interpr&ation des polyn6mes de Schubert doubles comme 
classes dans l'anneau de cohomologie des sous-vari6t6s correspondant fi des condi- 
tions de rang appropri6s pour un morphisme ntre drapeaux de fibr6s vectoriels. 
D'autres applications des poyn6mes de Schubert sont donn6es dans [1,27]. 
Le statut social de Schubert s'am61iora consid6rablement, du jour off commenc6- 
rent fi circuler les notes de Macdonald [40] concernant les polyn6mes du mfme nom. 
R6dig6es avec la m6me 616gance, clart6 et pr6cision que le livre 'Symmetric Functions 
and Hall polynomials' dont elles constituent une suite naturelle, elles suscit6rent 
imm6diatement l'int6r& sur de nombreux continents - on a signal6 des photocopies 
pirates a l'universit6 de Gifu, pr6fecture de Nagoya. 
Un des apports esentiels de ces notes concerne les chemins du permutoedre. 
Macdonald d6couvre que la fonction g6n6ratrice du nombre de ces chemins, les ar&es 
6tant convenablement pond6r6es, est 6gale h la sp6cialisation du polyn6me de 
Schubert en l'alphabet {1 .... ,1}. Changeant ensuite le poids des ar~tes, il 6nonce 
ensuite la conjecture profonde que l'on trouve ainsi la sp6cialisation des polyn6mes de 
Schubert en {1,q, qZ .... }. Elle vient d'6tre prouv6e dans des articles non encore 
publi6s que je ne peux qu' 6voquer apidement (les chemins pour l'ordre d'Ehresmann 
sont aussi li6s aux polyn6mes de Schubert, c f  [31]). 
Durant 1'6t6 91, R. Stanley proposa une 6num6ration 616gante des mon6mes 
apparaissant dans le d6veloppement d'un polyn6me de Schubert. A chaque d6compo- 
sition r6duite s=s lsz  ... s,, Stanley associe l'ensemble W(s) des mots d6croissants 
w domin6s (composante fi composante) par set  ayant des d6croissances contraintes 
aux d6croissances de s, c'est-fi-dire des mots tels que 
Si~Wi; Si~Si+l =:~Wi~Wi+ 1 
Par exemple, s=a50"3 0"20"30"40"5 "1o2 majore les mots d6croissants 53 2222 11 et 
432222 11 et s=a50.30.20.3a40.10.20.5 majore les mots d6croissants 53222 111 et 
43222 111. 
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En utilisant le tableau d'insertion du mot s, on obtient des tableaux plut6t que de 
simples roots. La conjecture de Stanley, prouvde dans [5], est que la somme 
Y, ..... w(s)w, ofa s parcourt l'ensemble des d6compositions rdduites de/~-1 est 6gale au 
polyn6me de Schubert X,. 
On ddcouvre alors que les quatre mots que nous venons de donner produisent tres 
exactement les quatre tableaux obtenus ~i l'aide des Weintrauben quelques lignes plus 
haut. 
Plut6t que d'invoquer le hasard, on peut tout d'abord remarquer que la majoration 
par les d6compositions s est redondante. Comme Font montr6 [44], il suffit de 
remplacer les tableaux qui sont des d6compositions rdduites par leurs clefs gauches, 
puis de considdrer les classes plaxiques de ces derni6res. Ceci revient fi remplacer les 
deux d6compositions r6duites =0-s a3 0"20"30405 "10"2 et s=0"s 0"3 0"20"3o40-10-20-5 par 
les roots 5 3 2222 11 et 5 3 222 111 qui majorent les m6mes roots d6croissants. 
Donnons un autre exemple, complet: pour p = 412365, les d6compositions reduites 
sont 0"10"20"30"5, qui est le tableau ligne [ 1121 3 [ 51 seul dans sa classe, et 0-50"10"20" 3, 
0-10"50-20"3, 0"10"20"50"3 dans la classe du tableau 
Les clefs gauches ont 
I l l l l l l l l  et ~T~'  
dont les classes plaxiques ont respectivement { 1111 } et { 5111, 1511, 1151 ~. Ceci donne 
instantandment g412365=alaxa la l+asa la la l+a4a la~a l+a3a la la1+a2a la la l ,  et
illustre le lien entre la construction de Stanley et [37, 38]. 
Reiner et Shimozono IRe-S] &udient en outre les propri6t6s des polyn6mes-clefs 
('Key polynomials'), pour donner en particulier le d6veloppement d'une fonction de 
Schur drapeau gauche. L'apport essentiel de leur article me semble toutefois l'in- 
terpr6tation directe des polyn6mes clefs comme caract6res, ans recourir comme le 
faisait Demazure [8] aux sections des fibr6s inversibles au dessus des vari6t6s de 
Schubert, mais par g6n6ralisation de la construction par Young de ses fameux 
idempotents. 
ka preuve par Fomin et Stanley [13] de la conjecture de Macdonald repose sur le 
choix de xFS=(1 +at~2)(1 +a~l)(1-}-b~2) comme 616ment de d6part, les diffbrences 
divis6es etant relatives fi un deuxieme alphabet. Malgr6 la non-commutativit6 des ?i, il 
est facile de faire agir sur X Fs les diffdrences divis6es relatives ~ l'alphabet {a, h, c I. 
L'ingr6dient essentiel du calcul est la relation de Yang-Baxter 
(1 +x(~2)(1 +(xWy)t~)(1 +y~2)=(1 +yt~l)(1 +(x+y)~2)(1 + x~'?l), 
pour tous param6tres x,y ind6pendants de l'alphabet sur lequel agissent les ?i (pour 
des relations plus g6n6rales, voir [4]). 
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Les liens entre 6quat ion de Yang-Baxter  et po lyn6mes  de Schubert  sont d+velopp6s 
darts [12]. 
Nous  voici donc  arriv6s aux fronti6res de la phys ique moderne.  Je laisee fi de plus 
comp6tents  que moi  le soin d '6voquer  impor tance  des alg~bres de Hecke  en th6orie 
des cordes, des noeuds et des 6nergies in6puisables et non pol luantes.  
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